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Exercices

Analyse II

Yassine Ait Mohamed

EXERCICE 1

Soit 1 un entier naturel non nul.

1. Montrer que la fonction f : x — E(1) est en escalier sur [1/n,1].

2. Calculer f (x) dx
1/n

EXERCICE 2

Montrer qu’une fonction f : [a,b] — R est intégrable au sens de Riemann sur [a,b] si et
seulement si :

b
Ve >0, Jg,u € E([a,b];R) telles que [f(x) — @(x)| < pu(x) et /a p(x)dx <e.

EXERCICE 3

Soit f : [a,b] — R une fonction bornée.

1. Montrer que f est Riemann-intégrable sur [a, ] si et seulement si :
b 1
Vn € N¥, 3¢, ¢n € E([a,b];R) telles que ¢, < f < ¢, et / (P — @n)(x)dx < P
a

2. Montrer que :

b b
/f( )dx = lim / Pu(x)dx = lim [ @u(x)dx.

n—-4o0 n—-+oo f,

EXERCICE 4

Soit f : [a,b] — R une fonction bornée. On suppose qu'il existe deux suites () et (¢,) de
fonctions Riemann-intégrables sur [a, b| telles que, pour tout x € [a,b] :
b
on < f<t¢, et lim (Y — @n)(x) dx = 0.

n—+oo J,

Montrer que f est Riemann-intégrable sur [4, b] et que :

b b
/ f(x)dx = lim / Pu(x)dx = lim [ ¢,(x)dx.

n—r—+00 n—-+oo J,
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EXERCICE 5

1. Soit f : [0,1] — R une fonction intégrable et soit g : E — R (ot f([0,1]) C E C R) une
fonction k-lipschitzienne. Montrer que g o f est intégrable sur [0, 1].

2. Montrer que si f : [a,b] — R est intégrable sur [a,b], alors /f est intégrable sur [a, b].

EXERCICE 6
1. Soient f et g deux fonctions intégrables sur [0,1], avec fg > 1. Montrer que :
1 1
/ f(x) dx-/ g(x)dx > 1.
0 0

2. Etant donné g et b tels que 0 < a < b, montrer que :

bdx b—a
— <

ax_\/%'

3. Soient n € IN*, (ay,...,&n,B1,...,Bu) € R?", et f, ¢ deux fonctions intégrables sur [a, b].
Montrer que :

n b 2 n b n b
<Eaiﬁi+/ f(x)g(x) dx) < <2a?+/ f(x)de> (Eﬂ%Jr/ g(x)? dx>.
i=1 ¢ i=1 a i=1 a

EXERCICE 7

Soit f une fonction continue au voisinage de 0. Montrer que :

lim 1/Oxtf(t) dt — f(20)

20+ X2
et que:
2x
lim ft) dt = f(0) In(2).
x—0*t Jx t
EXERCICE 8

1. Montrer que pour toute fonction en escalier f : [4,b] — R, on a:

lim /b f(x)cos(nx)dx =0 et lim /bf(x) sin(nx) dx = 0.

n——+400 n——+400

2. En déduire le résultat pour toute fonction intégrable sur [a, b].
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EXERCICE 9

1. Montrer que les fonctions définies sur R par f(x) = x2 et g(x) = ¢ sont intégrables sur
tout intervalle fermé borné de R. Calculer :

/01 f(x)dx et /01 <(x) dx.

2. Calculer les limites des suites définies par :
o1 [k o e ) 1
= _— _— = 1 —_ =
H k;n—i—k 2n +k’ on (k ( +n2>> ’ n n

EXERCICE 10

[Vk].

ﬂ
P\“M:

1

1. En utilisant l'intégration par parties, calculer les intégrales suivantes :
¢Int T
A= / —-dt, B = / e' cos(2t) dt.
1 1 0

2. En utilisant un changement de variable, déterminer les primitives suivantes :

E(x):/x( dx ’ F(x):/( sinx dx

In®x — 4) cos?x +2cosx +5)%’

e?)x 4 6€2x — X
G(x) = / (& =320 1) dx.

EXERCICE 11

/2 /2
Soit I, = / sin(x)dx et J, = / cos" (x) dx.
0 0
1. Montrer que I, = Jj.
2. Ftablir une relation de récurrence entre I,, et Lo,
3. En déduire les valeurs de I, et I 1.

4. Montrer que (n+1)L,,411, = 7 pour tout entier 7.

I
5. Montrer que lim ~“1

= 1. En déduire qu’au voisinage de l'infini, [,, ~ /2.
n—+oo [, q & 7 on 2n

EXERCICE 12 Fonction définie par une intégrale

On considére la fonction définie sur R* par :
2x 1
—dt.
x4

1. Montrer que f est bien définie et impaire.

flx) =
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2. Montrer que 0 < f(x) < % pour tout x € R*, et en déduire limy_, ;. f(x).

3. Montrer que f est de classe C! sur R*, calculer sa dérivée et en déduire les variations de
fsur R%.

4. Montrer que f(x) < In(2) pour x € R’ et en déduire que f admet une limite finie a
droite en 0.

EXERCICE 14

. - x 2
Soit f(x) = [ e " dt.
0

1. Montrer que f est bien définie sur R et admet une dérivée donnée par f/(x) = e .
2. Montrer que f est impaire.

3. Etablir le développement asymptotique de f(x) au voisinage de +co.
EXERCICE 15
1. Montrer que pour p > 1, I'intégrale suivante converge :

+oo 1
/ — dx,
1 xF

et calculer sa valeur.

2. Soit la série Y7 | ;. Montrer qu’elle converge pour p > 1 et établir un lien entre cette
série et 1'intégrale précédente.

3. Pour p = 2, calculer la somme ) ;> , %
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EXERCISE 1

Let n be a positive integer.

1. Show that the function f : x — E(1) is a step function on [1/1,1].

1
2. Compute/ f(x)dx.
1/n

EXERCISE 2

Show that a function f : [2,b] — R is Riemann integrable on [a, b] if and only if:

b
Ve >0, 3¢, u € £([a,b];R) such that |f(x) — ¢(x)| < u(x) and /a p(x)dx <e.

EXERCISE 3

Let f : [a,b] — R be a bounded function.

1. Show that f is Riemann integrable on [4, b] if and only if:
b
Vn e N*, 3¢, ¢ € E([a,b];R) s.t. ¢, < f < ¢, and / (n — @n)(x) dx < %
a

2. Show that: ,

/abf(x) dx = lim /ublpn(x)dx: lim on(x) dx.

n——+400 n—-+oo J,

EXERCISE 4

Let f : [a,b] — R be bounded. Suppose there exist sequences (¢,) and (¢,) of Riemann-
integrable functions on [g, b] such that for all x € [a,b]:

b
Pn < f < Py and nETw ] (l/Jn — (Pn)(X) dx =0.
Show that f is Riemann integrable and that:
b b b
/ f(x)dx = lim / Pu(x)dx = lim @n(x) dx.
a a

n— oo n—-+oo J,
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EXERCISE 5

1. Let f : [0,1] — R be integrable and g : E — R (with f(][0,1]) C E C R) a k-Lipschitz
function. Show that g o f is integrable on [0, 1].

2. Show that if f : [a,b] — R is integrable on [a, b], then /f is integrable on [a, ].
EXERCISE 6

1. Let f and g be integrable on [0, 1] with fg > 1. Show that:
1 1

/ f(x) dx-/ g(x)dx > 1.
0 0

b—a
Vab’

3. Letn € N*, (a1,...,an,B1,---,Bn) € R?, and f, ¢ integrable on [a, b]. Show that:

2
<;wiﬁi+/abfg> < (;rx%/ubfz) (;ﬁﬂ/ubgz).

b dx
2. For0<a<b,showthat/ 7§
a

EXERCISE 7

Let f be continuous near 0. Show that:

lim 1/; =0 m Zx(tt)dt — £(0)In(2).

x—0+ X2 2 20" Jx
EXERCISE 8
1. Show that for every step function f : [a,b] — R:

lim /bf(x) cos(nx)dx =0, lim /bf(x) sin(nx) dx = 0.

n—+0o n—+0co

2. Extend the result to every integrable function on [a, b].
EXERCISE 9

1. Show that f(x) = x? and g(x) = ¢ are integrable on every bounded closed interval of R.
1 1
Compute / f and / g.
0 0

2. Compute the limits of the sequences:

1/n
"1 |k n k? 1 &
U, = — =, v, = 1+ — , W, = —— L\/ﬂ
! kgn—i—k 2n+k ! (k 1( n2>> . n\/ﬁkZ:1
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EXERCISE 10

1. Using integration by parts, compute:
el t 7T
A= 2 dt, B= | e'cos(2t)dt.
1 12 0

2. Using substitution, find the antiderivatives:

E(x) = /x(dx F(x) = /( sin x dx

In®x —4) cos? x +2cosx +5)%’

eSx + 6€2x — X
G(x) = / (& =32 = 1) dx.

EXERCISE 11

n/2 m/2
Let I, = /0 sin”(x)dx and J, = /0 cos (x) dx.
1. Show that I,, = J,,.
2. Establish a recurrence relation between [, and I, 5.
3. Deduce the values of I, and I, 1.
4. Show that (n +1)I,411, = 5 for all n.

5. Show that lim;,— I”I—Zl = 1 and deduce that I;, ~ /5, as n — +c0.

EXERCISE 12 Function defined by an integral

o dt
V12
1. Show that f is well defined and odd.

Define f on R* by f(x) =

N

. Show that 0 < f(x) < 5= for x € R*, and deduce limy_, ;« f(x).
3. Show that f € C!(R* ), compute f’, and determine the monotonicity of f on R*.

4. Show that f(x) <In2 for x € R and deduce that f has a finite right limit at 0.
EXERCISE 14

Let f(x) = / e " dt.
0
2

1. Show that f is well defined on R and f'(x) =e .
2. Show that f is odd.

3. Establish the asymptotic expansion of f(x) as x — +oo.

7/8
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EXERCISE 15

oo dx
1. Show that for p > 1, the integral / < converges, and compute its value.
1
2. Let Y5°; . Show it converges for p > 1 and relate it to the previous integral.

3. For p =2, compute Y7 .
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